Praktikum I, tloha XVII trosos

Ukol

Pracovni ukol

1. Zmérte momenty setrvacnosti kvadru vzhledem k hlavnim osam setrvacnosti.
2. Urcete slozky jednotkového vektoru ve sméru zadané obecné osy rotace kvadru v soufadné soustaveé

dané hlavnimi osami setrvacnosti.
3. Vypocitejte moment setrvacnosti kvadru vzhledem k zadané obecné ose rotace. Vysledek ovéite mé-

fenim.
4. Mérné ovéite Steinerovu vétu.
Kli¢ova slova
moment setrvacnosti, Steinerova véta, fyzické kyvadlo

Pokyny k méieni

1. Hmotnost tyCe a hmotnost valce urcujte vazenim na laboratornich vahach. Pro méfeni délek jsou
pripravena pasova a dotykova méridla.

2. Métite-li ¢asové tdaje stopkami Fizenymi sitovou frekvenci 50 Hz, je vhodné zkontrolovat ¢itadem

frekvenci sité. Lisi-li se od 50 Hz, je tfeba zméfené tdaje korigovat.
3. Prilozené téleso povazujte za kvadr.

Teorie

Hlavni osy setrvac¢nosti kvadru
Kazda hlavni osa setrvacnosti kvadru prochazi jeho stfedem a je kolma na dvé jeho stény [1].

Moment setrvac¢nosti valce vzhledem k jeho ose
Uvazujme vélec s polomérem r, a hmotnosti m,,.
Jeho moment setrvacnosti J, vzhledem k jeho ose je rovny [2]:

1
Jy = §mvr\2, (1)

Méreni momentu setrvaénosti vzhledem k ose prochazejici tézistém

vV ey

vychylkich (tj. v intervalu tmérnosti zavésu) vyjadiit jako [3]:

T= 27r\/g 2)

kde
J oo moment setrvacnosti télesa vzhledem k prislusné ose
D .... direkéni moment zavésu

Nechéme-li kmitat postupné dvé tuhé télesa na témze zavésu, lze z (2) vyloucit direkéni moment a
moment setrvacnosti 2. télesa vyjadrit:

T2
Jy =2 3)
T?
kde pro k € {1;2}
Ty .... perioda kmitu k-tého télesa
Jr .... moment setrvacnosti k-tého télesa vzhledem k pfislusné ose

Je-li 1. téleso uvazovany valec, 1ze (3) upravit dosazenim (1) na tvar:

my r?, T22

h= Tt )

Souradnice jednotkového vektoru ve sméru zadané osy
Uvazujme kvadr s hranami aj, as, as. Pro k € {1;2;3} definujme

er .... jednotkovy vektor rovnobézny s ay
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{e1;ea;e3} je ortonormélni béze dand hlavnimi osami setrvacnosti uvazovaného kvadru. V této bézi
vyjaddiim jeden z jednotkovych vektorti v = (v1;v9;v3) ve sméru osy rovnobézné s uhlopfickou stény
urc¢ené hranami a, b tohoto kvadru:

ay
v =—
! Va3 +a3
Vo= —2 (5)
Va3 +a3
1/3:()

vy

Vypocet momentu setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici tézistém
Moment setrvacnosti Jx, télesa vzhledem k ose prochéazejici tézistém a rovnobézné s v lze vyjadrit
pomoci hlavnich momentt setrvacnosti Ji, [1]:

3
Jiw = > _ Vi, (6)
k=1

Ovéreni Steinerovy véty

Steinerova véta popisuje vztah mezi momentem setrvacnosti J; o télesa s hmotnosti my vici né€jaké ose
prochézejici tézistém (fikejme ji zminénd osa) a momentem setrvacnosti J; téhoz télesa viici néjaké ose
s ni rovnobézné (fikejme ji uvaZovand osa): je-li vzdélenost téchto os d:

']t,O = Jt — mtd2 (7)

Perioda Tt i fyzikalniho kyvadla tvofeného timto télesem, s osou totoZnou s uvaZovanou osou, je rovna

[1]:

Jy
T, =2
ti u mtgd (8>
Zkombinovanim rovnic (7) a (8):
Joo = ms (iﬂ d— d2) 9)
» 47'('2 t,k

Vsimnéme si, ze platnost (9) je podminéna platnosti Steinerovy véty. Zméfim-li moment setrva¢nosti
vaci zminéné ose podle (9) a také podle (4), mérné tim ovéfim Steinerovu vétu.

Postup méreni

Momenty setrvaénosti metodou torznich kmitu

Téleso v ttvahach zakonéenych rovnicemi (7) — (9) predstavovala ty¢. Kvadr, valec a ty¢ byly opatfeny
zavity pro upevnéni dratu v mistech, kterymi prochéazely osy rotace mérené metodou torznich kmitd.
Ty¢ byla opatfend na obou koncich bfity, rovnobéznymi se zavitem, pro zavéSeni jako kyvadla. Pro
k € {1;2;3} oznacim

aj ... nejdelsi hrana kvadru

as .... hrana kvadru, ktera neni ani nejdelsi, ani nejkratsi

a3 .... nejkratsi hrana kvadru

v .... polomér valce

my ... hmotnost valce

T, perioda torznich kmit kvadru kolem hlavni osy setrvacnosti rovnobézné s hranou ag

Jx, ... moment setrvacnosti kvidru vici hlavni ose setrvacnosti rovnobézné s hranou ay

Ti, perioda torznich kmit kvadru kolem osy prochézejici tézistém a rovnobézné s thloptickou stény
urc¢ené hranami a, b (déle jen zadané obecné ose)

Jk, ... moment setrvacnosti kvadru vici zadané obecné ose

T, .... perioda torznich kmitu valce kolem jeho osy

Tyt ... perioda torznich kmitd tyce kolem osy (déle jen zminénd osa) prochézejici tézistém a kolmé
k ose tyce

Ji,o ... moment setrvacnosti tyce viici zminéné ose

2
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Hlavni momenty setrvacnosti kvadru a jeho moment setrvacnosti vzhledem k zadané obecné ose jsem
zmé¥il podle (4), uvédomuje si, Ze zadand obecna osa prochézi tézistém. Stejnym zpisobem jsem zméfil
tyce (pomoci posuvného méfidla jsem zjistil, ze zdvit je od stfedu ty¢e posunut ptiblizné o 1,5 mm).

Kvadr jsem v bodé nélezicim pozadované ose rotace pripevnil Sroubkem k dratu pfipevnénému ke
stojanu, nechal uklidnit a vychylil pfiblizné o 90 °. Stopkami jsem zmé&Fil periodu torznich kmitt (resp.
jeji pfirozeny nasobek — za ucelem zvySeni pfesnosti) (zkontroloval jsem, Ze frekvence sité je 50 Hz).

Stejnym zpusobem jsem zmé¥il periodu torznich kmit vélce kolem jeho osy.

Hmotnost valce jsem zméfil na laboratornich vahach. Primeér valce jsem zméfil digitalnim posuvnym
méfidlem.

Jednotkovy vektor ve sméru zadané obecné osy

Souradnice jednotkového vektoru ve sméru zadané obecné osy v soustavé dané hlavnimi osami setr-
vacnosti kvadru jsem zmé¥il podle (5).

Rozmeéry kvadru jsem zméfil digitalnim posuvnym métidlem.

Moment setrvaénosti kvadru vzhledem k zadané obecné ose nepfimo

Moment setrvacnosti kvddru vzhledem k zadané obecné ose jsem také zméfil nepfimo — podle (6).
Ovéreni Steinerovy véty

Dale oznac¢im

Tix .. perioda kmiti tyce jako kyvadla kolem osy (déale jen uvaZovand osa) pii jejim okraji, rovnobézné
se zminénou 0sou

m¢ ... hmotnost tyce

d ..... vzdalenost mezi zminénou osou a uvaZovanou osou

g ... tihové zrychleni

Za tcelem ovéfeni Steinerovy véty jsem zméfil moment setrvacnosti tyée vzhledem ke zminéné ose
také podle (9), tedy zpisobem vychazejicim ze Steinerovy véty.

Do zavitu tyce jsem umistil Sroubek (abych mé¥il stejné téleso jako pfi méfeni metodou torznich kmitt),
jeden z britd tyce jsem umistil do lizka pro kyvadlo, ty¢ vychylil asi o 4° a stopkami zmétil periodu
kmitt takového kyvadla (za Gcelem zvySeni pfesnosti jsem métil dobu 10 kmitd); méfeni jsem opakoval
i pro druhy bfit.

Hmotnost tyce jsem zméril na laboratornich vahich. Vzdalenost mezi zminénou a uvaZovanou osou
tydel; to, Ze zéavity jsou pfiblizné stejné daleko od koncti tyce, jsem ovéiil pomoci posuvného méfidla).
Jako tihové zrychleni jsem pouzil tabelovanou hodnotu.

Vliv sroubku na méfené momenty setrvac¢nosti zanedbam.

Vysledky méreni

Podminky méreni

misto: Praha, Ke Karlovu 3
Cas: 11.4.2008

teplota vzduchu: 23,9°C

atmosféricky tlak: 97,05 kPa

vlhkost vzduchu: 40, 6%

Piesnost pristroju

stopky Fizené sitovou frekvenci: 2-1072s

laboratorni vahy: 10~* kg
pasové méridlo: 1073 m
digitalni posuvné meéridlo: 3-107%m

Ostatni pomucky
kvadr se zavity pro upevnéni dratu, tyc se zavitem uprostied a brity na koncich, valec se zavitem v ose,
stojan na upevnéni dratu nebo kyvadla, drat se sroubkem, ltizko pro kyvadlo, Sroubek

vy

skute¢nou vzdalenost od zavitu, protoze pii méfeni J; o podle (4) jsem si vSimnul, Ze osa rotace byla

posunuta od zavitu k tézisti.
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Hmotnost valce

my =903,8 g

pristroj: laboratorni vahy

presnost pfistroje: A[m,]=0,1g

chyba méfeni: e[my] = Almy]

vysledek méfeni: my = (9,038 £0,001) - 10~ kg

Polomér valce

Tab. 1: Prumér valce

é.m. 1 2 3 4 5
2r, [mm] |108,05 |108,07 [108,07 [108,05 [108, 08

pristroj: digitalni posuvné méridlo

presnost pristroje: Al2ry] = 0,03 mm

standardni odchylka: o[2ry] = 0,006 mm

krajni statistickd chyba:  3c[2ry]

chyba méfeni: e[2ry] = /A2r 2 + (3021 ])?
oc¢ekavana hodnota: aritmeticky primér hodnot ze souboru
vysledek méfeni: ry = (5,403 £0,002) - 1072 m

Perioda torznich kmitu valce
Tab. 1: Perioda torznich kmitu valce
é.m. 1 2 3 4 5 6 7

5T, [s] |61,05 60,88 (61,00 (60,97 60,63 60,99 60,85

pristroj: stopky Fizené sitovou frekvenci
pfesnost piistroje: APBT,]=0,28
(uréeno jako kvadraticky soucet presnosti stopek a presnosti experimentatora 0, 2 8)
standardni odchylka: o[5Ty] = 0,05 s
krajni statistickd chyba:  30[57%]
chyba méfeni: e[5Ty) = /AT, 2 + (30[5T])2
ocekavana hodnota: aritmeticky pramér hodnot ze souboru
vysledek méfeni: T, = (1,218 £ 0,005) - 10! s

Perioda torznich kmita kvadru kolem osy rovnobézné s a;
Tab. 2: Perioda torznich kmiti kvadru kolem osy rovnobézné s a;

¢m. 1 2 3 4 5 6 7
5Tk, [s] 32,14 (32,03 32,28 (32,06 32,21 32,02 (32, 11
ABT s | 0,2] o2 0,2] o,2] 0,2 0,2] 0,2
¢m. 8 9] 10 11

107k, |s] 64,03 63,87 |64,03 [63,94
A10T, ] [s] | 0,2] 0,2] 0,2] 0,2

pristroj: stopky Fizené sitovou frekvenci
presnost pristroje:  viz tabulka
(uréeno jako kvadraticky soudet piesnosti stopek a ptesnosti experimentatora 0,2 s)
chyba méfeni: e[Ty,] = AT, ]
Vysledna hodnota parametru fitu (fituji konstantni funkei):

Ty, = (6,41 £0,03) s

(Uvadim krajni statistickou chybu, rovnou trojnasobku standardni odchylky.)

Perioda torznich kmita kvadru kolem osy rovnobézné s as
Tab. 3: Perioda torznich kmitt kvadru kolem osy rovnobézné s as
é.m. 1 2 3 4 5 6 7
5T, [s] 158,51 (58,66 |58,54 |58,51 |58,52 (58,62 (58,57
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pristroj: stopky Fizené sifovou frekvenci
presnost pristroje: A5Ty,] =0,2s
(uréeno jako kvadraticky soucet piesnosti stopek a ptesnosti experimentatora 0,2 s)
standardni odchylka: o[5Tx,] = 0,02s
krajni statistickd chyba:  30[5T,]
chyba méieni: e[5T%,] = VABT,)? + (30[5Tk,])2
oc¢ekavana hodnota: aritmeticky priimér hodnot ze souboru
vysledek méfeni: Ty, = (1,171 £ 0,004) - 10* s

Perioda torznich kmitu kvadru kolem osy rovnobézné s az
Tab. 4: Perioda torznich kmitt kvadru kolem osy rovnobézné s ag
¢.m. 1 2 3 4 5 6 7
5Tk, [s] |65,55 |65,19 |65,41 |65,34 (65,18 (65,32 |65,26

pristroj: stopky Fizené sifovou frekvenci
presnost pristroje: AT, =0,28
(uréeno jako kvadraticky soucet piesnosti stopek a ptesnosti experimentatora 0,2 s)
standardni odchylka: o[5Tx,] = 0,05 s
krajni statistickd chyba: 30 (5T, ]
chyba méFeni: e[5Ti,) = /ABTi, % + (30[5Tk,])?
oc¢ekavana hodnota: aritmeticky priimér hodnot ze souboru
vysledek meéreni: T, = (1,306 + 0,005) - 10* s

Perioda torznich kmita kvadru kolem zadané obecné osy
Tab. 5: Perioda torznich kmitt kvadru kolem zadané obecné osy
¢.m. 1 2 3 4 5 6 7
8Ti. 5] |62,34 62,26 (62,22 (62,40 |62,43 62,18 |62, 25

pristroj: stopky Fizené sifovou frekvenci
presnost pristroje: A[8T,]=0,2s
(uréeno jako kvadraticky soucet piesnosti stopek a ptesnosti experimentatora 0,2 s)
standardni odchylka: o[8T,] =0,04 s
krajni statistickd chyba:  30[8T, ]
chyba méFeni: e[8Tk,] = \/A[8T\,]? + (30[8Tk,])2
oc¢ekavana hodnota: aritmeticky priimér hodnot ze souboru
vysledek méfeni: Ty, = (7,79+0,03) s

Perioda torznich kmitua tyée kolem zminéné osy
Tab. 6: Perioda torznich kmitt tyce kolem zminéné osy
é.m. 1 2 3 4 5 6 7
ATy [s] [71,10(71,15|71,17|71,24 |71,15|71,34 70,98

pristroj: stopky Fizené sitovou frekvenci
presnost pristroje: AT ] =0,2s
(uréeno jako kvadraticky soucet piesnosti stopek a ptesnosti experimentatora 0,2 s)
standardni odchylka: o[4T; 4] = 0,04 s
krajni statistickd chyba:  30[4T% ]
chyba méFeni: [T ¢] = /A[AT, +]? + (30[4T; 1])?
oc¢ekavana hodnota: aritmeticky primér hodnot ze souboru
vysledek méreni: Ty = (1,779 £ 0,006) - 10 s

Hlavni moment setrvacénosti kvadru vucéi ose rovnobézné s a;
Ji, zméFim podle (4)
Chybu méfeni uréim podle zakona Sifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].
Ji, = (3,6540,05) - 10~* kg - m?
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Hlavni moment setrvacénosti kviadru vucéi ose rovnobézné s as
Ji, zméFim podle (4)
Chybu méfeni uréim podle zakona $ifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].

Jig = (1,22 40,01) - 1073 kg - m?

Hlavni moment setrvaénosti kvadru vuéi ose rovnobé&zné s as
Jis zméFim podle (4)
Chybu méfeni uréim podle zékona Sifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].
Jis = (1,5240,02) - 1073 kg - m?

Moment setrvacénosti kvadru viacdi zadané obecné ose metodou torznich kmitu
Jx, zmé&Fim podle (4)
Chybu méfeni uréim podle zékona §ifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].

Ji, = (5,39 £ 0,06) - 10~* kg - m?

Moment setrvaénosti tyée vuci zminéné ose metodou torznich kmitu
Ji,0 zméfim podle (4)
Chybu méteni uréim podle zdkona Sifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].
Jeo=(2,81£0,03) - 1073 kg - m?

Jednotkovy vektor ve sméru zadané obecné osy v bazi {ej;es;es}
V1, Vo, v3 zméiim podle (5)
Chybu méfeni uréim podle zékona Sifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].
v = (8,943 £0,003) - 1071
vy = (4,474 £0,005) - 1071
vy = 0

Rozméry kvadru

Tab. 7: Nejdelsi hrana kvadru

é.m. 1 2 3 4 5
ay [mm] [127,96 (128,01 127,94 (128,00 127,85

Tab. 8: Hrana kvadru, ktera neni ani nejdelsi, ani nejkratsi
é.m. 1 2 3 4 5
as [mm) [63,98|64,04 (63,95 |64,02 |64,09

pristroj: digitalni posuvné méridlo
presnost pfistroje: Alag] = 0,03 mm
standardni odchylky: olai] = 0,03 mm

olas] = 0,02 mm
krajni statisticka chyba:  3c|a]

chyba méfeni: elar]) = /Alax]? + (3o]ax])?
oc¢ekavana hodnota: aritmeticky priimér hodnot ze souboru
vysledky méfeni: a; = (1,2795 £ 0,0009) - 10~ m

as = (6,402 £0,008) - 10~2 m

Moment setrvac¢nosti kvadru vuci zadané obecné ose nepiimo
Jx, zmé&Fim podle (6)
Chybu méfeni uréim podle zékona Sifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].
Ji, = (5,36 £0,05) - 10~ kg - m?

Hmotnost tyce

my = 281,7 g

pristroj: laboratorni vahy

presnost piistroje: A[m] =0,1g

chyba méfeni: g[mg] = Almy]

vysledek méfeni: my = (2,817 £0,001) - 10! kg

6
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Vzdalenost mezi zminénou a uwvaZovanou osou

2d = 313,5 mm

pfistroj: pasové méridlo

pfesnost piistroje:  A[2d] = 1,0 mm

chyba méfeni: e[2d] = A[2d] (statisticka chyba je mala ve srovnani s presnosti pfistroje)
vysledek méteni: d= (1,568 £0,005) - 10~ m

Perioda kmitu tyce jako kyvadla kolem wvaZované osy

Tab. 10: Perioda kmiti tyce jako kyvadla kolem wvaZované osy

¢.am. 1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16
10T x [s] |9,451(9,4819,499,38(9,38|9,36 (9,47 (9,42 (9,43 (9,46 |9,34 (9,44 |9,32(9,34 (9,319, 37

Meéfteni ¢. 1 — 8 pochézeji z méfeni pro jeden bfit v ose kyvadla, méfeni ¢. 9 — 16 pochézeji z méfeni
pro druhy bfit v ose kyvadla.

pfistroj: stopky Fizené sitovou frekvenci
presnost pristroje: A[10T; k] = 0,2 s
(uréeno jako kvadraticky soucet piesnosti stopek a ptesnosti experimentatora 0,2 s)
standardni odchylka: o[10T; x] = 0,01 s
krajni statistickd chyba:  30[107} ]
chyba méfeni: e[10T} k] = /A[L0T k)% + (30 [10T% x])?
ocekavana hodnota: aritmeticky pramér hodnot ze souboru
vysledek méieni: Tix=(9,4+0,2)-107 s

Tihové zrychleni v Praze

g=29,810m- s72 (budu povazovat za neomezené presné)

zdroj: [2]

Moment setrvaénosti tyée viuci zminéné ose s pouzitim Steinerovy véty
Ji,0 zméFim podle (9)
Chybu méfeni uréim podle zakona $ifeni chyb [3, str. 44, (3,43)].
Joo = (2,840,4) 1073 kg - m?

Diskuse

Uvedené chyby méfeni slozek jednotkového vektoru ve sméru zadané obecné osy zahrnuji pouze chyby
méfeni rozméri kvadru; chyba zptisobend odchylkou skuteéné osy od predpokladané (tj. sténové thlo-
pficky) neni ale pravdépodobné pfili§ velka.

Meéreni momentu setrvac¢nosti kvadru vzhledem k zadané obecné ose vypoc¢tem z hlavnich momentt
setrvacnosti se shoduje v rdmci chyby s jeho mérenim metodou torznich kmiti. Chyby obou téchto
meéfeni jsou podobné. Na méreni momenti setrvacnosti kvadru metodou torznich kmitt méla také jisty
vliv matka Sroubku, kterd spolu s kvadrem (a také s valcem) kmitala. Chyba jim zptisobena je nejvétsi
v pripadé méfeni momentu setrvacnosti kvadru vici ose rovnobézné s jeho nejdelsi hranou, ve kterém
se pohybuje pravdépodobné na hranici zanedbatelnosti. Kdybych do modelu matku zahrnul, méreni
momentu setrvacnosti kvadru by bylo presnéjsi.

Méfeni momentu setrvac¢nosti tyc¢e vzhledem ke zminéné ose metodou fyzikalniho kyvadla a metodou
torznich kmitt se shoduji v ramci chyby. Chyba méfeni metodou fyzikalniho kyvadla byla fadové de-
setkrat vétsi; to je zpusobeno predevsim velkym ttlumem kyvadla, jenz mél za nasledek velkou nepfesnost
méfeni periody. Pro zpresnéni by bylo mozné nechat kyvadlo kyvat s vétsi vychylkou a pouzit skutec¢ny
model fyzikalniho kyvadla (pro makroskopické vychylky) a zahrnout do néj tfeni. V obou metodach jsem
1,5 mm. V metodé€ torznich kmiti se tato odchylka mohla projevit tim, Ze ty¢ nekmitala piesné okolo osy
prochazejici tézistém — vzhledem k délce dratu (pfiblizné 4- 107! m) a jeho pruznosti vsak lze ocekévat,
ze tato odchylka skutecné osy otaceni od tézisté je mald; to jsem také v priabéhu kmitani tyce pozoroval.
V metodé fyzikalniho kyvadla jsem diskutového predpokladu vyuzil pfi aplikaci Steinerovy véty proto,
aby momenty setrva¢nosti uréené obéma metodami byly méfené vii¢i stejné ose (viz téZ poznamka v ¢asti
postup mereni).



Praktikum I, tloha XVII trosos

Zavér
Metodou torznich kmitd jsem zmé¥il hlavni momenty setrvacnosti kvadru:
Ji, = (3,654 0,05) - 10~* kg - m?
Ji, = (1,2240,01) - 1073 kg - m?
Ji, = (1,5240,02) - 1073 kg - m?
Zméril jsem slozky jednotkového vektoru ve sméru zadané obecné osy v souradné soustavé dané hlav-
nimi osami setrvacnosti kvadru:
vy = (8,943 £0,003) - 10 *
vy = (4,474 +0,005) - 107*
v3 =20
Z namérenych hlavnich momentt setrvacnosti kvadru jsem urcil moment setrvacnosti kvadru vzhledem
k zadané obecné ose:
Ji, = (5,36 £0,05) - 10~* kg - m?

Vysledek jsem ovéril méfenim metodou torznich kmit:

Ji, = (5,394 0,06) - 10~* kg - m?

Moment setrvacnosti tyce vzhledem ke zminéné ose jsem zmé¥til s pouzitim Steinerovy véty metodou
fyzikalniho kyvadla:

Jio=(2,840,4) - 1072 kg - m?

Vysledek jsem ovéril méfenim metodou torznich kmiti, ¢imz jsem ovéril platnost Steinerovy véty:
Joo = (2,81 £0,03) - 10~° kg - m?
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